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1. EINLEITUNG UND RESULTAT 
Durch die Einfiihrung von Parametern in das erzeugende Polynom eines 
algebra&hen Zahlkorpers gelingt es in vielen Fallen, die Einheitengruppe 
des Korpers explizit zu bestimmen ([S, 91) und Klassenzahlen nach unten 
und oben abzuschltzen ([6, 71). Ein neues Konzept zur Herstellung von 
Einheiten in parameterabhlngigen Kiirperscharen haben Frei und Levesque 
[2] entwickelt. Dies la& sich in folgender Fassung darstellen. Es sei 
K ein reell-quadratischer Zahlkorper, 
K = C&(6’) mit 6’ = m, E N quadratfrei; 
q,, > 1 die Grundeinheit von K; 
q$ > 1 die normpositive Grundeinheit von K; 
q > 1 eine normpositive Einheit von K (r = qtk mit k E N). 
Bekanntlich hat q die Form q = a//3, wo a, ,f3 zueinander konjugierte Zahlen 
aus K sind; dabei sei zusatzlich a > 0 ganz und ohne rationalen Primteiler; 
dann ist die obige Darstellung von v eindeutig normiert ([3]). Wie in [3] sei 
b(v) = 4 (=Nda)) 
gesetzt; es gilt aK(s) = 1 fur gerades k und 6,(q) = dK(q$) fur ungerades k 
(Bemerkung 2 in $2); die natiirliche Zahl 6,(~,*) ist quadratfrei und ein 
Teiler der Diskriminante von K. 
Man betrachte nun folgende Relativerweiterungen L,, vom Grade n von K 
(n E iN): 
L,, = K(w) mit o” = a” + /?” (=SpK,o(an)). 
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Neben K enthalt L,, stets den reinen algebraischen Zahlkijrper K, = Q(w) 
vom Grade n als Teilkiirper; L,, ist das Kompositum aus K und K, und hat 
den Absolutgrad 2n. Sodann liefern die Formeln 
wo I alle positiven Teiler von n durchlauft, Einheiten von L,, (genauer: 
Relativeinheiten bzgl. K). Aus (21 folgt, da13 
ein unabhdngiges Einheitensystem von L,, ist (vgl. Bemerkung 2 in 4 2). 
Es sei noch ausrticklich angemerkt, da13 die Korpererweiterung L,, iiber K 
nur von 17 und nicht von den normierten a und /I abhangt, denn es ist 
L,,=K(w*) mit w*“=~‘+l ; 
und such r,,, und C,, haben die von a, /I unabhangige Form 
K&per und Einheiten dieser Gestalt kommen schon in [ 1 ] vor. Nun stimmt 
der Einheitenrang von L,, genau in den Fallen n = 2,3,4 und 6, (Lzn : UJ) = 
4,6,8 und 12, mit der Anzahl der Einheiten im unabhingigen System S 
uberein; und es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen S die 
Einheitengruppe des KBrpers L,, erzeugt. Fur einige spezielle Typen des 
reell-quadratischen Grundkijrpers K hat Levesque [4, 51 die Frage im Falle 
n = 2,4, also (& : 0) = 4, 8, benantwortet. In der vorliegenden Arbeit l&en 
wir das Problem bei n = 2,4 fur jeden reell-quadratischen Grundkdrper K. 
Die entsprechenden Resultate im Falle n = 3,6 werden in einer weiteren 
Untersuchungen (gemeinsam mit Levesque) erscheinen. In den 
nachstehenden Paragraphen beweisen wir folgende Shze. 
SATZ 1. (n=2; I= 1). Es sei 
K ein reell-quadratischer Zahlkiirper, 
q > 1 eine normpositive Einheit von K, 
L, = K(dm); (L4 : Q) = 4. 
Es sei 
SP,,&) 
2 
quadratfei, falls Sp,,o(q) gerade ist, 
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Sp,,,(q) quadratfrei. falls Sp,,::(q) ungerade ist. 
Dann bilden no, &I 9 c, mit 
SF i falls 6,(~,*) = 2 oder 6,(nt) = 2m, oder 2S,(rt$) = m,, ’ 21 21 . Ed = 
‘OWle 6,(q) = 6,(r],*) ist, i 
6,(q) = 1 ist, 
i 21 sonst, 
ein Grundeinheitensystem von L,. Hiervon sind die K&per K = cui(&). 
w/n Qw) auszunehmen; in diesen Fallen Jndet man in [5], theoreme 
2.4.3, eine Einheitenbasis fur L,. 
Das im Satz 1 formulierte Resultat 1113t sich wie folgt erglnzen. 
SATZ 1 *. Es sei 
K ein reel/-quadratischer Zahlkiirper, 
n > 1 eine normpositive Einheit von K, 
L, = K(dm), (L, : C4) = 4. 
Es sei 
SPK,&) 
2 
f 1 quadratfrei, falls Sp,,,(v) gerade ist, 
bzw. 
Sp,,,(q) f 2 quadratfrei, falls Sp,,,(q) ungerade ist. 
Dann ist notwendig n = n,f = n,,, und durch 
dK> 5219 L, falls SP,,&) 
VO, t2, p vCGr falls SP,&) 
VO, r L1, 213 sonst 
ein Quadrat ist, 
gerade und “‘fn) ein 
Quadrat ist, 
wird ein Grundeinheitensystem von L, gegeben. Hiervon sind die K&per 
K = Q(d), Q(v’% W./‘=> auszunehmen; in diesen Fallen ergibt sich 
such mittels Satz 1 und [5], theoreme 2.4.3, eine Einheitenbasis von L,. 
’ Hierbei ist notwendig q,, normpositiv, qO = qc (siehe Bemerkung 3 in 5 2). 
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Fur die im Satz 1* vorkommenden K&per gibt es eine einfache 
Parameterdarstellung (siehe Bemerkung 4 in 0 4). 
SATZ 2. (n = 4; 1 = 1, 2). Es sei 
K ein reell-quadratischer Zahlk&per, 
r] > 1 eine normpositive Einheit von K, 
L, = K(4dm), (LB : a) = 8. 
Ist 
Sp,,,(r]‘) quadratfrei,’ 
dann bilden 
%,r4,rr4,rr42,~4= oder 26,(17,f) = m, ist, 
i 42 sonst 
ein Grundeinheitensystem von L, . Hiervon sind die K6rper K = Q( fl). 
Qhm Q(vw auszunehmen; in diesen Fillen Jndet man in [ 5 1, thiort?me 
3.1.3, eine Einheitenbasis f’r L,. 
2. VORBEMERKUNGEN UND HILFSATZE 
Bevor wir mit den eigentlichen Beweisen beginnen, seien einige hierfiir 
benotigte Einzelheiten und Hilfsbetrachtungen vorausgeschickt. Wir benutzen 
im folgenden die schon in 4 1 eingefiihrten Bezeichnungen. Fur die Spur 
SP,,, 3 die Norm N,,, und 6, schreiben wir kurz Sp, N und 6. 
Bemerkung 1. Setzt man 
D=Sp(cc)=cr+j3, d = N(a) = Orp(=s(~)) (d, D E R\1), 
SO folgt aus N(v + 1) = Sp(r + 1) = D*/d, da13 dlD gilt und d der quadrat- 
freie Kern von N(v + 1) ist. 
Wegen (a -/?)’ = D2 - 4d Ial& sich K in den Parametern d und D 
darstellen, 
K = Q(dm) mit dlD, D > 2. 
Hierdurch wird die Verbindung zu [2] hergestellt. Dort sind -d und D die 
AusgangsgrGBen. 
? Man beachte, dal3 stets Sp,,Q(qz) f 0 mod 4 ist: im Gegensatz zu Satz 1 ist also die 
Bedingung “Sp,,Q(~~‘)/2 quadratfrei” gleichwertig mit “Sp,,Q(~*) quadratfrei.” 
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SchlieDlich ergibt sich aus [2], proposition 1.8, fur m = Co’ +/I” die 
explizite Darstellung durch d und D: 
Bemerkung 2. Man setze die normpositive Grundeinheit an in der Form 
vo* = al/P,, 
wo a,,pl aus K-wie in der Einleitung beschrieben-eindeutig normiert 
sind. Fiir 9 = qzk mit k E N gilt nun die Darstellung 
fiir gerades k, 
,$(k-W aI 
= t(rl$)‘k- “93, fur ungerades k; 
hier bezeichnet r den Automorphismus fl von K. Es folgt dann fur q = a//3: 
a I qzk12 fiir gerades k, 
= etk- I)/2 
VO aI fiir ungerades k; 
also 
el) = 1 fur gerades k, 
= WG) fur ungerades k. 
Bemerkung 3. Zur expliziten Bestimmung von a, und S(q,*) (siehe 
Bemerkung 2) kann man die in [lo] dargestellte Theorie der zu K 
gehijrenden liisbaren diophantischen Gleichungen ax2 - by2 = c heranziehen 
(K = a(@)). In der dort benutzten Terminologie gilt: Falls die Gleichung 
S, unlosbar ist, hat man 
‘lo* = 
xa+y@ =J--(xa+y@)‘: a,=xa+yJab; 
xy-y\/ab ca 
S(q$) = ca; 
wobei die natiirlichen Zahlen a, b, c, x, y aus der singularen Gleichung S,.: 
ax2 - by2 = c von K stammen. 
c = b = 1, a = m,, falls ‘lo normnegativ ist (r$ = vi); 
c = 1 oder 2; a, b > 1 bei c = 1, ab = m, sonst; 
x, y kleinste Losung von S, (bei c = 2 sind a, b, x, y ungerade). 
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Falls die Gleichung S,: ax* - by2 = 4 l&bar ist (hierbei notwending m, = 5 
mod 8), hat man 
vo* = 
xa+y\/ab 
xa-y@ 
=&(xa+y@)‘; 
a -xa+y@ 
I- 2 ; 
4s,*) = a; 
wobei die natiirlichen Zahlen a, 6, x, y aus der Gleichung S, stammen: 
b = 1, a = m,, falls ‘lo normnegativ ist, 
a, b > 1, ab = m, sonst; 
x, y kleinste Losung von S, (a, b, x, y sind ungerade). 
Die fraglichen a, b, c, x, y E N lassen sich-wie in [ 10, $2.11 naher 
beschrieben-elementar aus der Pellschen Plusgleichung (fur q$) ableiten. 
Insbesondere ist hiernach v,, genau dann norm-negativ (rz = r,~:), wenn 
6(qo*) = m, ist.3 
Geht man nun zu den in [lo], $3 dargestellten Parametrisierungen von K 
iiber, so erkennt man, da13 die in den Sltzen 1 und 2 des 5 1 durch die 
Bedingung 
a(~,*) = 2 oder 6(~$) = 2m, oder 26(77,*) = m, 
ausgezeichneten Korper K gerade von der Form 
K=Q(dm) mitD,E N (D, > 3 im Minusfall) 
sind. Dabei ist 0: * 2 jedoch nicht notwending eine quadratfreie Zahl. Die 
Grundeinheit von K ist in diesen Fallen normpositiv, q,, = q$. 
Zur Konstruktion der Grundeinheitensysteme in L, und L, benutzen wir 
die folgenden beiden Hilfssltze. 
HILFSSATZ 1. Es sei c = 1,2 oder 4, und es seien d’, D’ nattirliche 
Zahlen mit d’ 1 Dt2 und (c, D’*/d’) = 1; ferner sei m’ = D” f cd’ > 1 und 
19’ =fl. Ist m’jd’ oder D’*/d’ quadratjiiei, dann ist 
q/=&j7 - (D’ + O’), falls c = 1 oder 4 und zugleich d’ oder m’ld’ ein 
= -&, (D’ + 0’)’ 
Quadrat ist, 
sonst 
3 Man beachte: Schon aus der Darstellung 7 = a2/6,(n) folgt 6,(q) = 1 oder 6,(q) = m,. 
wenn q ein Quadrat in K ist. 
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die Grundeinheit > 1 des reell-quadratischen Zahlkiirpers K’ = ‘3(H’). 
Hiervon sind die Paare (Drz/d’, c) = (4, 1 ). (5.4) irn Plusfall und 
(D/‘/d’, c) = (5, l), (9,4) im Minusfall auszunehmen (K’ = la($)). 
Der Hilfssatz 1 ist eine Erweiterung des bekannten Resultats von G. 
Degert. Der Beweis folgt sofort aus [ 8, Satz 1 I], wenn man aus d’ die 
quadratischen Faktoren herausdividiert. 
HILFSSATZ 2 (vergl. 13, 11 I). Es sei L eine galoissche Erweiterung 
vierten Grades des algebraischen Zahlk6rpers F, und die Automorphismen- 
gruppe von L/F sei isomorph zur Kleinschen Vierergruppe. Es seien L , . L z 
und L, die drei ZwischenkGrper von L und F sowie E(L), E(L,) die 
Einheitengruppen von L, Li (i = 1, 2, 3). Dann gilt: 
E E E(L) * E’ E E(L,) . E(L?) . E(L,). 
Beweis (vergl. [ 11 I). Es seien 0, r, p die Automorphismen # 1 von L iiber 
F @=a~, 02=r2= I), so da13 L,, Lz, L, die FixkGrper zu O, p, 5 sind. 
F 
Fiir eine Einheit E von L gilt dann 
F2 = W) * (E . ED) 
(F . FT)O E E(L,) . EC&) . E(L,). 
Mit Hilfssatz 2 I%l3t sich die Einheitengruppe E(L) aus den Einheitengruppen 
E(L,). i = 1, 2, 3, konstruieren (siehe [ 111). 
3. BEWEIS DES SATZES I 
Der KGrper L, ist ein biquadratischer bizyklischer Zahlkiirper mit den 
drei reell-quadratischen TeilkGrpern K = (Q(e), F2 = cQ(Bw), und Kz = iQ(w ): 
hierbei sei K # a(\/2), O(d3), CR(d6) vorausgesetzt. 
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K = Q(8) F, = Q(&o) K, = Q(w) 
Zum Beweis des Satzes 1 verwenden wir die Methode von Kubota [ 3 1, die im 
wesentlichen aus zwei Schritten besteht: 
1. Berechnung der Grundeinheiten qF, und uK, von F, und K, (mittels 
Hilfssatz 1). 
2. Berechnung der Grundeinheiten von L, aus I]~, vFz, I]~, (mittels 
Hilfssaz 2). 
1. Berechnung der Grundeinheiten von F, und K, 
Wir benutzen Hilfssatz 1. Man setze 
D = a + P(= Sp(a)) > 2 und d = 6(q) = ap, 
D2=(a-p)‘EN und dz = D, 6(q). 
Dann schreibt sich 
m=a2+p2=D2-2d=dSp(v), 
m2 = (a - /3)‘(a’ + j?‘) = 0: + 2d, = d, Sp(r]) 
Hieraus folgt (siehe such Bemerkung 1) 
dlD2 und d,ID:; 
ferner gilt 
2dlD2 und 24 ID: 
genau dann, wenn Sp(q) gerade ist (c = 1 im Hilfssatz 1). Nun ist K, = 
Sn(fi) und F, = Cl(K), un nach Voraussetzung ist hierin d 
m m2 SPOI) -=.----= 
2d 2d, 2 
quadratfrei, falls Sp(q) gerade ist, und 
m 
m2 - SP(il) -==- 
d d, 
254 HANS-JOACHIM STENDER 
quadratfrei, falls Sp(q) ungerade ist Man beachte noch, dab 2d genau fur 
d = 2 ein Quadrat ist (d quadratfrei!) und da13 2d, genau fur 6(q) = 2m,) bzw. 
26(q) = m, ein Quadrat ist (siehe die nachfolgende Tabelle I; Sp(n) ist 
gerade). Aus dem Hilfssatz 1 ergeben sich dann in der Rollenverteilung 
D’ = D bzw. D’ = D, und 
d’ = 2d bzw. = 2d,, c = 1, falls Sp(q) gerade ist, 
d’ = d bzw. = d,, c = 2, falls Sp(q) ungerade ist, 
die Grundeinheiten von K, und F,. 
HILFSSATZ 3. Die Grundeinheit qK, > 1 van K, hat die Form 
vK,=+P+ 61, falls 6(q) = 2 ist, 
=&(D+fi)’ sonst. 
Die Grundeinheit qF2 > 1 von F, hat die Form 
~FI= & - (D, + fi), falls 6(q) = 2m, oder 26(q) = m, ist, 
=&(D~+fi)~ sonst. 
2 
Hierbei ist 
~K*,dVK*) = 1, 
NF2,Q(~F2j = -1, falls 6(v) = 2m, oder 26(q) = m, ist, 
=l sonst. 
Im Falle 6(v) = 2 hat die normpositive Einheit qK2 such die (normierte) 
Form 
D/2 + 1 + w/2 
vK2= D/2+ 1 -w/2 =- 
hierbei ist also BK2(q7F1) = D + 2; D gerade, m/4 = Sp(r,7)/2 = 
(D/2 + l)(D/2 - 1) ungerade. Ausnahmejitille treten nicht auf, da 
K # a(&) ist. 
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2. Berechnung der Grundeinheiterz con L, aus t/o. )I, ?. qti. 
Gemal Hilfssatz 2 haben wir zunachst zu untersuchen. welche der sieben 
Einheiten vo9 vtTJ, vK2, vovb,, v. v~,~ qF ?jiriz, tyo ti,,? rkz ein Quadrat im Korper 
L, sind. Hierbei benutzen wir den folgenden 
HILFSSATZ 4. 
(1) \/z@L,. 
(2) Es sei q. normpositic; dann ist dm & L,. 
(3) \/26(rlo*)~L o 6(~$) = 2 oder 6(qt) = 2m, oder 26(q$) = m,. 
(4) Es sei 6(q) = 2; dann ist dm, JD/2+1- @ L, (D = Sp(a)). 
Beweis. Zum Nachweis der obigen Aussagen sind die quadratfreien 
Kerne von m und m, zu bestimmen. Hierbei ist zu beachten, da13 gilt 
(m,, Sp(v)) = 1 oder 2 
(wie sofort aus der Normgleichung von v folgt) und damit such 
(4v,*), Sp(v)) = 1 o&r 2 
Das mogliche Auftreten des Teilers 2 erfordert 5 Fallunterscheidungen, die 
wir in der Tabelle I zusammenfassen. 
Zu (1): Es gilt fl@ L,, da offenbar K, K,, K, # CR(G). 
Zu (2): Sei flo = v$. Es gilt 
d&3 o* E L, 0 6(rl$) 7 I oder 7 m, order 7 m oder 7 ml. 
Die ersten beiden Falle konnen nicht eintreten, da qz als Grundeinheit von K 
kein Quadrat in K ist. Die letzten beiden Falle kommen nicht vor, da 
Sp(v), Sp(~)/2 bzw. Sp(r)/4 # 1 den quadratfreien 
Kern von m und m, teilen und teilerfremd zu a(~,“) sind (siehe Tabelle I). 
Zu (3): Es gilt 
\/26(v,f) E L, - 28(~7:) 7 1 oder 7 m, oder 7 m oder 7 mz. 
Die ersten beiden Falle sind offenbar (a,(~,*) quadratfrei!) gleichbedeutend 
mit: 
d(q$) = 2 oder 6(?1:) = 2m, oder 26(y$) = m,. 
Die letzten beiden Falle treten wiederum nicht auf, da Sp(g), Sp(tj)/2 bzw, 
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Sp(q)/4 # 1 den quadratfreien Kern von m und m, teilen und teilerfremd zu 
6(~,*) sind (Tabelle I). 
Zu (4): Sei 6(q) = 2. Es gilt 
D+2EL,oD+27 1 oder,m,oder,m oder,m,. 
Nach Hilfssatz 3 ist nun Bg2(qF2) = D + 2 > 4 quadratfrei (D gerade), 
D + 2 11 Sp(q), sowie m 7 Sp(v)/Z (Hilfssatz 3). Hieraus erkennt man sofort 
(nur Fall 1 in der Tabelle ist betroffen), da0 keine der vier Alternativen 
vorkommt. Entsprechend beweist man dm 6? L,. 
HILFSSATZ 5. Aus den sieben Einheiten qO, qFZ, vKI, rfo vF2 , q. qK2, 
qFz ~Kz’ I]0 qF2 )1K2 lassen sich in L, genau die folgenden Quadratwurzeln 
ziehen: 
I. Sei 6(q,f) = 2 oder a(?$) = 2m, oder 24~:) = m, (hierbei ist 
notwendig u. = rl$ nach Bemerkung 3). 
(a) Falls S(q) = 1 ist, gilt: 
(b) Falls 6(q) = 2 ist, gilt: 
(c) Falls 6(v) = m, oder 26(q) = m, ist, gilt 
v53L4. 
II. Sei 6(qt) # 2, 2m,; 2&q:) # mo. Dann gilt 
dGpGyEL4’ 
Den Fallunterscheidungen entsprechend ist dann ein Grundeinheiten- 
system E, , c2, s3 von L, gegeben durch 
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Beweis. Zunachst bemerken wir, da13 no, r10 ?I~--,, v,, nti,, 11~ ?I~-~ qK-, keine 
Quadrate in L, sind, falls no normnegativ ist. Die Relativnorm dieser 
Einheiten nach F, bzw. K, ist dann nlmlich negativ und folglich kein 
Quadrat. Entsprechendes gilt fur n,..?, v~~I~.~, nF2 nK1 und no )I! ? uA2. wenn q, 
normnegativ ist. 
Im folgenden beachte man stets die Hilfssgtze 3 und 4. Es gilt: 
-=%normpositiv c%,=$&) und \/GoEL,; 
wegen dm & L, ist also stets fi 4 L,. 
d&y=4 
o nF, normpositiv und $@ E L, 
o S(n) # 2m, und 26(n) # m, und m E L, 
0 b(v) = d(qo*) = 2. 
vzq4 
i 
\/0+2 E L,, falls dK(n) = 2 ist, 
e dmEL,sonst 
u 6(q) = S(q,*) = 2m, oder 26(n) = 26(77$) = m,. 
u no, qFZ normpositiv und dm E L, 
0 no normpositiv, 6(n) # 2m,, 3~) f m, und v”m E L 
u 6(q) = 1, a(~:) = 2 oder &no*) = 2m, oder 26(@) = m,. 
o no normpositiv und 
~~+~ E L,, falls 6(v) = 2 ist, 
J E L, sonst 
u 6(q) = 1, S(nz) = 2 oder S(n,*) = 2m, oder 2&q,*) = m,. 
o qF, normpositiv und I \/2d,(D + 2) e L,, falls 6(n) = 2 ist, \/d,dE L, sonst 
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1 
dT@Ti E L,, falls 6(q) = 2 ist, 
0 a(r) # 2m,, 26(r) f m, und 
m E L, sonst 
0 J(v) f 2m,, 26(v) + m,, J(v) f 2. 
diGgiQL4 
I 
d26(qt) d,(D + 2) E L, fiir 6(q) = 2, 
o qo, rF2 normpositiv und 
dm E L, sonst 
1 
dm E L, fur 6(q) = 2, 
- ffo, qF2 normpositiv und 
dm E L, sonst; 
wegen j/m, dm 63, ist also d= 4 L,. 
Aus den obigen Aquivalenzen folgen alle Behauptungen des Hilfssatzes. 
BeweisschLuJ3 fir Satz 1. Es gelten folgende Beziehungen 
r:, = 57; vi: Y falls 6(q) = 2m, oder 26(v) = m, ist, 
= qFz vi:, falls 6(v) = 2 ist, -1 
= ?I;*] ?g sonst; 
r;:, = d, II,: 3 falls 6(v) = 2m, oder 26(r) = m, ist, 
= qF2 r;j*, falls 6(v) = 2 ist, 
= h-F2 %iz’ sonst. 
In den Bezeichnungen des Hilfssatzes 5 und des Satzes 1 ist dann: 
~o==&,&2&;’ im Falle Ia; 
<,I = ET’ 
E4=EI ET’ 
Vo=E, in den Fallen Ib, Ic; 
r2, = &F’ ET’ 
Eq = -1 E3 
‘lo=&, im Falle II. 
L= ET’ 
E, = [*, = E;’ Ej 
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Da die “Exponentendeterminanten” den Absolutbetrag 1 haben, ergibt sich 
hieraus der Satz 1. 
4. BEWEIS DES SATZES 1” 
Wir verfahren nach demselben Beweisschema wie in Q 3. Der Unterschied 
zu 9 3 besteht inhaltlich darin, dab hier durch die Voraussetzungen im 
Satz 1 * die alternative Bedingung “D”/d’ quadratfrei” im Hilfssatz 1 erfiillt 
wird. Es sei K # CR(G), CR(fi), a(m). Wir stellen zunlchst einige 
zusltzliche Konsequenzen aus den Voraussetzungen des Satzes l* voran. 
Bemerkung 4. (1) Sp(q) gerade o 6(q) gerade. In diesem Falle ist such 
Sp(r])/2 gerade (also m, ungerade). 
(2) Es ist q = r$ = ro. 
(3) Der Korper K = O.!(O) mit 8= fi 11Bt sich wie folgt 
parametrisieren. Es ist 
m,=Di-20, 
oder 
m,=Di-40, 
mit D, E N ungerade, D, > 3 bzw. D, > 5 (m, quadratfrei). Im Falle 
m, = Dz - 20, ist 
Do + 8 
‘lo= Do-O ~ = D, - 1 + 0; a(~,,) = 20, ; Sp(q,) = 2(D, - 1); 
Im Falle m, = 0: - 40, ist 
(Do+@/2 Do-2+@; 
” = (Do - 8)/2 = 2 e70) = Do ; SP(V,) = Do - 2 
Beweis. Zu (1): 1st Sp(q) gerade, so ist such Sp(r7)/2 gerade, weill sonst 
Sp(r)/2 + 1 oder Sp(q)/2 - 1 entgegen der Voraussetzung den Quadratfaktor 
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4 enthielten. Wegen Sp(v) = D2/d + 2 (Bezeichnungen wie in Bemerkung 1) 
ist dann aber 6(q) = d = D gerade. Die Umkehrung ist klar. 
Zu (2) und (3): Wir benutzten einige Resultate aus [lo]. 
Sei Sp(n) gerade (also 6(q) gerade, m, ungerade). Es ist nach 
Voraussetzung 
D2 SP(V) -= 2d 2 + 1 quadratfrei, also 
D2 J(v) 2d = 2 (a+p=D=d>4); 
0: SP(rl) ~- 2d 2 1 quadratfrei, also 2 2 2mo = - 
2 
&r?) ((a ,8)’ D, 4m,). - = = 
Hieraus ergibt sich durch Addition die “singulare Gleichung” S, von K: 
4rl) 2 2m,4’?=2 -x - d(r) 2 
mit der kleinsten Lijsung x = y = 1 sowie c = 2. Wegen c = 2 ist die 
Gleichung S, unlosbar und die Grundeinheit von K normpositiv ([ 10 1; 
Bemerkung nach Satz 1, Satz 1’); uz erhllt man explizit aus [ 101, Satz 2. 
Beachtet man dabei, darj a + p = S(?l), a - ,!I = 2 v’& ist, so folgt 
Ferner hat m, die Form (X = .v = 1 in S,) 
&VI m,=Di-220, mit Do=- 2 E N ungerade. 
Sei Sp(q) ungerade. Auf die obige Weise ergibt sich, dal3 die Gleichung S, 
l&bar ist, nlmlich 
6(q)x2 -g) y2 = 4 
mit der kleinsten Liisung x = y = 1. Wegen m, # 5 ist stets 6(q) # m, und 
somit q. = ‘lo*. 
Wiederum aus [lo], Satz 2, erhalt man die Grundeinheit von K, die wegen 
a + /? = 6(q), a - /? = fi mit r] tibereinstimmt: 
~o=~o*=~ mit a,=a= &I> + $6 
2 . 
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Aus S, ergibt sich schliefllich 
m, = 0: - 40, mit D, = 6(q) E N ungerade (D, # 5). 
1. Berechnung der Grundeinheiten qF, und q,,.: van Fz und K, 
HILFSSATZ 3”. Die Grundeinheit qK, > 1 von K, hat die Form 
VKz = 
SPOIO) --!L (D + fi), falls Sp(q,) gel-ade und 2 
VQ 
ein Quadrat ist 
=&(D+fi)2 sonst. 
Die Grundeinheit qF2 > 1 von F, hat die Form 
‘IFI = & 
SP(%) ~ (D, + A), falls Sp(q,) gerade und 2 ein Quadrat ist. 
= & (D, + fi)2 sonst. 
2 
Hierbei ist 
NK,,,(rl~,) = -1, falls Sp(q,,) gerade und 2 “(“) ein Quadrat ist, 
=l sonst; 
NF>,Q(rlF,) = 1. 
Falls Sp(q,) gerade und Sp(q,)/2 ein Quadrat ist, hat die normpositive 
Einheit qpz such die (normierte) Form 
\/spa/2 + 1 + \/SP(Vo)/2 - 1 vF2 = 
Jspo/2 + 1 - JSp(rl,)/2 - 1 
1 
= wmvo)/2 + 1) 
iJ”i”“; l+pg~1j2; 
also 
4-2(1?FZ)=2 ($+j+ 1): 
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Der Beweis verliiuft analog wie bei Hilfssatz 3; hier ist D/‘/d’ quadratfrei 
und damit wiederum Hilfssatz 1 anwendbar. Ausnahmefalle treten wegen 
K # a(@) nicht auf. Man beachte, da13 2d, 2d, keine Quadrate sind 
(df2, m,#3). 
2. Berechnung der Grundeinheiten uon L, aus qo, qF1, rlK, 
Wir stiitzen uns auf 
HILFSSATZ 4*. 
(1) \/z-4. 
(2) vmikL4 * Sp(vo) ist ein Quadrat. 
(3) vwiG~L.4 o Sp(r],) gerade, und Sp(r7,)/2 ist ein Quadrat. 
(4) Es sei Sp(q,) gerade und Sp(qJ/2 ein Quadrat; dann ist 
Beweis. Beim Nachweis der obigen Aussagen benutzen wir folgende 
Zerlegungen von m und m, in (teilerfremde) Faktoren: 
und 
i 
2 &%I SP(VJ .-. 
2 4 
nit 
@7,> * SP(%) 
2m, SP(rl0)___ . ~ 
4rlo) 2 ’ 
falls Sp(l;l,) gerade ist, 
m2t 
ma - . Sp(n,,), falls Sp(n,) ungerade ist. 
ml> 
Zu (1): Es gilt \/z 4 L,, da K, K,, F, # O(G). 
Zu (2): Es sind 2mo/6(r,,) bzw. m,,/&ry,) # 1 (siehe Bermerkung 4) und 
teilerfremd zu S(n,). Also ist &?&) E L, gleichwertig mit 6(r) 7 m; hieraus 
folgt die Behauptung. 
Zu (3): Es ist dm EL, offenbar gleichwertig mit 2&r],,) 7 m; und 
dies ist genau dann der Fall, wenn Sp(q,) gerade und Sp(r,)/2 ain Quadrat 
ist. 
Zu (4): Es ist v’S$#? + 1 # 1 quadratfrei, teilerfremd zu 6(~,)/2, 
und es gilt dw + 1 I/ 2m,/6(v); folglich stimmt dm + 1 nicht 
mit den quadratfreien Kernen von m,, m und m, iiberein, damit gilt 
\/dm + 1 & L,. Entsprechend schlief3t man im zweiten Fall. 
264 HANS-JOACHIM STENDER 
HILFSSATZ 5". Aus den sieben Einheiten ‘lo, vl.,, ?I~,, qoqrL, q,,qh.. 
r?Fz rK23 voqFz qI(, lassen sich in L, genau die folgenden *Quadratwurzel& 
ziehen: 
falls Sp(q”) ein Quadrat ist: 
falls Sp(qO) gerade und Sp(vO)/2 
ein Quadrat ist, 
,hF? qK1 E L.,, in den tibrigen Ftillen. 
Hiernach ist ein Grundeinheitensystem von L, gegeben durch: 
J’lo, dGr qK1’ fah Sp(q,) ein Quadrat ist; 
YIO, VF? qK2, falls Sp(vo) gerade und Sp(qo)/2 ein Quadrat ist, 
vO? d=l vK2 Sonst. 
Der Beweis hierzu ergibt sich sofort aus Hilfssatz 4*. 
BeweisschluJ fiir Satz I*. Es gilt 
<i, = v;: vi**, falls Sp(r,) gerade und Sp(qo)/2 ein Quadrat ist, 
= rfFzl viz’ sonst; 
[:, = r;;, r];‘, falls Sp(r,) gerade und Sp(r],)/2 ein Quadrat ist, 
= rjF2 qi2’ sonst. 
Hiermit lafit sich ohne Schwierigkeit das Grundeinheitensystem aus 
Hilfssatz 5 * in das aus Satz 1 4 umrechnen. 
5. BEWEIS DES SATZES 2 
Der algebraische Zahlkorper L, = K(o) ist das Kompositum aus dem 
reell-quadratischen Zahlkorper K und dem (reellen)reinen biquadratischen 
Zahlkorper K, = G(w), o = qm. Er besitzt das folgende Korper- 
diagramm: 
L 
/ 
=K,,,,,--.;‘=:‘,;:- K =a(~) 
4l \‘I 
w  
K=“‘“‘<r(6> K,=Q@‘) 
/’ 
u4! 
4 Wir benutzen Satz I dieser Arbeit und die Resultate in 191 
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Hierbei bezeichnen L,, F,, K, die biquadratischen und K, F,, K, die reell- 
quadratischen Teilkorper von L,. Die Erweiterung L, uber K, ist galoissch 
mit der Kleinschen Vierergruppe als Automorphismengruppe. Aus 
Hilfssatz 2 ergibt sich daher wieder ein Beweisschema fur Satz 2, das aus 
zwei Schritten besteht: 
1. Berechnung der Grundeinheiten von L,, F, und K,. 
2. Berechnung der Grundeinheiten von L, aus denen von L,, F, und 
K,. 
1. Berechnung der Grundeinheiten von L,, F, und K, 
HILFSSATZ 6. 
(1) Ein Grundeinheitensystem von L, ist gegeben durch 
4 42 sonst. oder 26(~,*) = m, ist, 
(2) Ein Grundeinheitensystem von K, ist gegeben durch 
und a+P AK4 = 1 + - 
co2 
el> w+6(rl). 
(3) Ein Grundeinheitensystem von F, ist gegeben durch 
VK2 und IzF4 = -1 + (as($)w t $. 
Hierbei ist rKZ > 1 die Grundeinheit des reell-quadratischen Teilk6rpers K,, 
4c2,dVK*) = 1. 
Beweis. Zu (1): Man wende Satz 1 an mit r2 anstelle von r und beachte 
hierbei, da13 6(v2) = 1 ist. 
Zu (2): Es ist K, = CR(w) und hierin die naturliche Zahl o4 = a4 t/?” 
wie folgt strukturiert: 
a4 t /?” = s(r)’ Sp(q2) = z2 Sp(q2) 
= (a +/I)” - 4(a + p)‘a/l + 2(a/l)2 = x4z4 - 4x2z3 + 2z2 
mit x = (a f ,LI)/a/?, z = a/l = 6(q) E N. Damit hat K, ein Parameterform wie 
die K&per in [9]. Nach Voraussetzung ist nun (a” t /?“)/z’ = Sp(q’) 
quadratfrei, so dal3 sich aus 191, Satz 1 und Bemerkungen auf S. 58 oben, 
eine Einheitenbasis von K, ergibt, nlmlich vrc, = 1/2(x2z - 2 + w’/z) und 
Axa= 1 +xw +w*/z. 
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zu (3): Es ist F, = Q((a -@CO) ebenfalls ein reiner biquadratischer 
Zahlkdrper. Man schreibe [(a - p)w]” E N in der Form 
(a - P)“(a” + P”) 
= (a -P>“(aW Wv2) = zf Wrl*) 4vj4 
= (a -p)” - 4(a -p)“Orp + 2(a --&“(a/?)’ = (z; + 42: + 2~:) 6(q)’ 
mit z, = (a - p)‘/a/I E n\l. Damit hat such F, die Parameterform der K&per 
aus [91. Da (a -/I)“(a” + p”)/zi 6(~)~ = Sp(q’) quadratfrei ist, erhllt man 
Grundeinheiten von F, wieder aus 191, nlmlich v~, wie unter (2) und 
kF4= -1 + (a -/3)w/6(q) + (a -P)2w2/6(q)2z1. 
2. Berechnung der Grundeinheiten von L, 
Das Produkt der Einheitengruppen von L,, F, und K, wird offenbar 
erzeugt van voy (42, t4r AF4, AK4 ; und dies ist zugleich ein vollsttindiges 
unabhtingiges Einheitensystem von L,. Nach Hilfssatz 2 hat man zur 
Berechnung einer Einheitenbasis von L, noch zu entscheiden, welche der 31 
Einheiten 
ein Quadrat im K&per L, qind. 
HILFSSATZ 7. Von den Einheiten in (E) ist nur 
q. <,, IzF, AKq, falls 6(~$) = 2 oder S(qz) = 2m, oder 2&q:) = m, ist, 
(“Fall Ia” im Hilfssatz 5 mit q2 anstelle von q) 
bzw. 
c42 h4 b4 in den sonstigen Ftillen 
ein Quadrat in L,. 
Beweis. Zuntichst erkennt man, da13 die Relativnormen der Einheiten (E) 
nach F, oder K, in vielen Fallen keine Quadrate sind. So gilt 
EINHEITENBASEN FtiR ZAHLKijRPER 261 
und hierbei ist qK2 kein Quadrat in F, und K,, da qK2 eine Grundeinheit in 
diesen Korpern ist. Folglich konnen such /&,.,., LF, keine Quadrate in L, 
sein. Analog lassen sich insgesamt 24 Einheiten aus (E) als Quadrate 
ausschliel3en wobei noch J%,,&~) = J%8,Kj(vo) = N&a,) = * 1 zu 
beachten ist. obrig bleiben die sieben Einheiten 
Wir benutzten nun die Identitaten 
und im “Falle Ia” die Darstellung 
wo E,, E,, s3 die Einheitenbasis von L, aus der Tabelle I im Hilfssatz 5 ist. 
Hiermit schreibt sich 
Der Hilfssatz ist demnach bewiesen, wenn wir noch zeigen, da13 
vK2 sowie I E, und &?E, im Falle Ia, II0 und VO vK2 sona 
keine Quadrate in L, sind. 
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Zunlchst ist qsz (siehe Hilfssatz 6) kein Quadrat in L,. da K, F1. K? + 
a(G) ist. Ferner gilt im Falle Ia, da13 
und NL4!K(%C3) = -)lo 
ist. Ware nun fi E L, mit y= E, oder y= a?~~, so folgte L, =L,(w) = 
L4(fi) und daraus 
&EL 4’ also y= ~3~13’ mit 6EL,; w 
dann ist aber 
-ro = K,,(Y) = &,,,(a2 . t-w”) 
und damit q. = (NL4,,(S) . CO~)~ ein Quadrat in L,, was nach Hilfssatz 5 
nicht sein kann. 
Schlierjlich sind v. und yloqtiz hiichstens dann Quadrate in L,, wenn ?I,, 
normpositiv ist und dann q. undqovti, schon Quadrate in L, sind. Letzteres 
ist aber nach Hilfssatz 5 nicht der Fall. Damit ist Hilfssatz 7 bewiesen. 
BeweisschluJ fiir Safz 2. Aus Hilfssatz 2 und Hilfssatz 7 folgt, da13 
ein Grundeinheitensystem von L, bilden. Aus der Darstellung 
ersieht man, dal3 sich /1,:4 und E, durch &r und c,, ersetzen lassen. 
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